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EXEMFLE D'APPLICATION DE LA THEOQORIE DE3S GROUPES
A L'ETUDE D'UN GROUPE FONCTUEL FLAN

Hédi ZARROUK, Abdelhamid SAYARI et ¥Yves BILLIET -

Département de Chimie - Facult® des Sciences de Tunis
Campua Univeraitaire El1 Menzah.

I. INTRODUCTION

En physique comme en chimie, il est souvent
question de la théorie des groupes. Cette branche des
Mathématiques est fort utile : elle permet de compren-
dre de nombreux phénom&nes rencontrés par exemple en
diffraction, en spectroscopie, en cristallochimie, en
état solide, etc... Malheuresement cette théorie, dans
sa formulation mathématique habituelle, eat trés abs-
traite. Elle paraft rebutante aux physiciens et aux
thimistes ; ceux-ci ont généralement besoin d'un support
concrét pour saisir le sens des démonstrations de la
théorie des groupes. Le but de cet article est juste-
ment de répondre i ce besoin par le biais de la symétrie.

Dans un premier article, nous nous interes-
serons aux groupes finis en considérant la symétrie ponc-
tuelle d'un objet plan ; dans un sutre article, nous il-
lustrerons les groupes infinis par la symétrie cristal-
line bidimensionnelle,

II. GENERALITES SUR LA SYMETRIE PONCTUELLE

Considérons un objet fini tel que celui consti-
tué par les huit petits triangles de la figure 1. Nous
voyoens bien que cet objet est ;ymé%rique par rapport
aux directions %, 6, @ + b et 3 - ©.
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Nous voyons aussi que cet objet se superpose 3 lui-méme
par les rotations d'angle =»/2, w,3%/2, 2 autour de o.
L'ensemble de ces huit opérations de symétrie constitue
le groupe ponctuel ae L'objet ; on dit groupe ponotuel
car le point o, centre de l'objet, est invariant par
chacune des opfrations de symétrie considérées.

III. CONVENTIONS

Nous allons représenter les opfrations de symé-
trie par des symboles et des graphes couramment employés
en Cristallographie (1). h

SYMBOLES

N® designe une rotation d‘angle 2n/N effectuée k fois
Buccessivement autour d'un méme point du plan, dit axe
N. Ainsi la rotation d'angle »/2 = 2n/lU est représentée

par 4 ; celle d'angle = 2 (2n/4) = 22/2 est représen-
tée par 42 = 21 ; de meme la rotation d'angle 3x/2=3(2x/U)

est représentée par 4 ; enfin la rotation d'aggle 2 4
2w = O(2=/4) = 2(22/2) = 29/1 a pour symbole 4% = 2° = 1°;
on l'appelle jdentité car chaque point de l'espace demeure
invariant par cette opération. Ces 4 rotations se font
autour de l'axe ¥ dont le support est le point o.
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m? désigne la symétrie par rapport 3 une ligns du plan

perpendiculaire 3 la direction I ; cette symétrie, appe-
lée miroir, est effectuBe k fols successivement. Ainsi

mi_b désigne le mirodtr éont le support est la directiion

3+ E, perpendiculaire & (a = B) ; ce mirgir est effec-
tué 3 fois successivement.

GRAPHES

Le support de l'axe U =zera représent® par un
"ecarreau" tandis que les supports des miroirs seront
repréaentés par des trais Epais.

Le symbole eristallographigue du groupe ponctuel de 17ab-
jet représentg par la figure 1 est 4 mm : le premiler
aymbole désigne 1l'axe gquaternaire, le premier m aymbolise
les mireirs m, et m,, le second m les miroirs LR et

m _p (nous verrons par la suite gue ces miroirs sont deux

§ deux conjugufs). Le graphe du groupe 4 m m est ecelui
de la figure 2.

IV. ETUDE DU GROUPE H = & mm
IV. 1 TABLE ET SOUS-GROUFES DU GROUFE 4 m m

Le groupe H est Ecrit en extension de la manié-
re syivante :

.1 1
tmm= (4%, 2%, 42, ml, mp, w2, o oml o, 17}, Ce groupe
comporte huit &léments, nous disons alors qu'il est d'or-
dre huit et nous &crivons Card H = 8. Il n'est pas
eyeligue : cela veut dire que nous ne pouvons pas 1'engen-
drer & partir d'un seul de ses élETanta. Il faudra pren-
dre auimuinu deux &léments 4° et m. ou bien m: et 42 ou
bien m, et m ..., ete... Pour des r8isons qui 5rnviennent

du caloul matriciel \le produit de deux opfrations ge ?ymé~
4

trie a'éerit de l1la droite vers la gauche : ainsi My veut
gire 47 suivi de m;. Dans la table du groupe 4 m m scnt

indiqués tous les produits : l'entrfe sup€rieure désigne
la premiére opération, l'entrée de gauche la seconde,

il
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Nmm

TABLEAU DU GROUFE H
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L'atsence de zaymétrie totale par rapport 2 la grande
diagonale de la table montre quea & m m n'est pas un
groupe commutatif.

EXEMPLE : L o

Le groupe 4 m m admet les scus-groupes suivants (veir
fig. 3J).

Ordre B 4 mm
indice 1

Crdre 4
Indice 2

Ordre 2
Irdice § |

Crdre 1
Irdice §

Fig. 3 - Diagramme des sous-groupes de § mm

En dshors du sous-groupe trivial & mm, tous les
autres sous-groupes scnt commutatifs. On dit ausai abé-
liens., A l'exception dee deux sous-groupes de la forme
2 mm, tous les autres sont cycligues ; chacun de cez der-
niers peut &tre engendré i partir d'un seul élément ap-
pelé générateur. L'ordre de cet &lément générateur est
égal & 1l'ordre du groupe.
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1

1
EXEMPLE : 4 = { ﬂi, - 43, 17 } est un sous-groupe cycli-

que qui peut &tre engendré par 4t ou par ﬂ3 : 1l'ordre est
gquatre dans chagque cas.

Iv=-2. ISOMORPHISME DES GROUPES

Les deux sous-grcupes { 21, m;, mé, 11 ) et

1 11 } sent izomorphes : ils peuvent

1
{ 2 ¥ ma'*'b" ma_b’.
entrer en correspondance entre eux. Ils ont le méme or-
dre et leurs £léments jouent des rdles similaires dans
les deux scus-groupes {(voir fig. 4).

N/
"

2y 2, +0%a-b

Fig. U - Les deux sous-groupes 2 mm

D'une fagon générale, deux groupes H et H',
respectivement munis des lois de composition internes
T et I, sont dits iscmorphes s'il existe une applica-
tion f bijective qui 3 tout €lément x de H fait corres-
pondre un &lément x' de H' : cette application doit, de
plus, &tre régulidre vis-i-vis des lois des deux groupes.

Soit : f{x} = x', f(y) = y' et f(xTy) = {(xTy)'.
La régularité et la bijection s'expriment par :
(xTy)*' = £{xTy) = f{x)I £(y) = x'0y’

Si les lois de composition internes sont les mémes et
2i nous les notons multiplicativement, nous aurons

{xy)}' = f£ixy) = £{x) f(y) = x'y"

34
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Nous allons maintenant rassembler, dans le grou-
pe 4 mm, les &léments de plusieurs fagons différentes
appelées partitions.

IV=-3. PARTITION EN CLASSE D'EQUIVALENCE, NCUICN LE
CORNJUGALISON

Un €lément & d'un groupe ¥ est dit conjugué
{ou zransformé canonigue) per % d'un €lEment b de H si

a=xb x'j, x &tant un £lément de H. On dit aussi gue

a &%t b sont homologues ou =zemblables.

5i le greupe H est abvélien, tout &l8ment est son unique
conjugué
1. .

1 asagx x=a

xextzxx)

La conjugaison des €1Zments d'un groupe est une
relation d'équivalence. Elle possdde les trois proprictés
suivantea :

= Reflexivit® : tout #lément est son propre
conjugué par lui-méme ou par 1l'élément neutre :
a-asateta=eacer,

= Symétrie : si a est conjuguf de b par x,b

est alors conjugué de a par x'1 :a=XxXb 1'1- b = 1"1

~1,~1
a (x %) "

~ Transitivit& : si a est conjugue de b par X
et b e3t conjuguf de ¢ par ¥, a est alors conjuguf de ¢

par x y. En effet :

azxbx-etb=ycy ! o azx(ye 3'113'1

d'aprés l'essociativit® dans H et les propriftés des
produits, nous pouvons &crire :

1

as (xy)e (y'l x ) ={xy)e (x 31'1

Dans H = 4 mm, il est aisé de véririer, 4 1l'aide de la
tabtle du groupe, que :

: S <, S
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: Yy X Y Ry o - 1 UL o | 3
U0 mmp e BT oy 0 W M WM s Mgy BN My O
LB vy CERERE ST, 1 R | s S 1 B A s |
W = 4 My 4 » My = Moep My Maup 2 Masp © ™ Ma-b Mo
On constate sans difficulté que 1'é&lément 21
est son unigue conjugué par tous les £léments x de H
21 = 11 21 xhl ou Ei xl = xl 21
Done 21 commute avec tous les &l&ments de H.
Cette notion de conjugaison d&finit dans le
groupe H une partition en classesd'équivalence (ou clas-
ses de conjugaison). La classe de conjugaison d'un &lé-
ment a de H est 1l'ensemble des €léments de H gul sont
conjugués de a.
Dans 4 mm, nous venons d'@tablir une partition
en ecing classes d'égquivalence distinctes :
£ oo v oo ek e poopdl Al oy ose Gl opoad
{4, 47 )y ; | My s My F o Maeb?r Ma-b } 20 2°F 3417}

Les classes d'équivalence possé&dent les propriétés
suivantes :

- Les &léments d'une méme classe d'é&quivalence
ont le méme ordre.

= Toutes les classes sont disjointes ; c'est 3
dire que l'intersection est 1'ensemble vide.

- Dans une classe d'équivalence donnée il y a
soit uniquement des opérations directes ou propres, (rota-
tions, par exemple), soit uniquement des opérations indi-
rectes ou impropres (miroirs, par exemple).

- Dans un groupe ab&lien chaque &lément est & lui
seul une classe d'gquivalence.

- L'identité constitue 3 elle seule sa propre
classe, méme si le groupe n'est pas abé&lien.
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La notion de conjugaison peut &tre &tendue aux
sous-groupes du groupe H. 3o0it, en effet, h et h' deux
scus-groupes de H, nous discns gu'ils scnt conjuguss 1'un
de 1tautre par un &l8ment a de H, 81 : h = a h* a”l.
futrement dit, les &léments de h sont les conjugui@s par
n des €léments de h'.

EXEMFLE: Les deux aous-groupes {ml, 11} at {mg, 11} zont
conjugués par les opérations yl ct'H}.

IV-4, PARTITION EN COMPLEXES AS30CIES A UN S50US-GROUFPE

DEfinition et propridétés : L'ensemble des pro-
duits d'un &lEment donné a d'un groupe H par tous les
gléments d'un sous-groupe k de H forme ce que l'on appel-
le complexe &ssccif & h par a.

Selon que le produit envisagé est un produit 2
gauche ou un preduit Z droite, le complexe est dit com-
plexe assoecif & gauche ou complexe associe d drolte. Ce-=
ei est not® a h ou h a selen le cas. Le complexe associé
3 gauche et le complexe associé & droite, relatifs 3 un
méme £1Zment a, sont généralement différents.

Dans le cas particulier oill, pour tout a, nous
avons h a4 = a h, le sous=-groupe h est dit invariant dans
K : sea complexes 3 gauche sont les mémes que sea comple-
xes 3, droite, Il en résulte qu'un sous-groupe invariant
eat le seul 2 &tre conjugué de lui-méme. Un sous-groupe
non invariant admet comme sous-groups cottjugud au meins
un autre sous-groupe.

Un complexe assccif # un scus-goupe & autant
d'éléments qQue ce SOUS-groupe.

Deux complexes de méme nature (asasociés & gau-
che gy associés 3 droite) sont identiques ou disjoints.

La décomposition d'un groupe H en complexes
assccifs 3 un sous-groupe e85t unique.

EXEKPLE: DEcomposition de ¥ mm en complexes 3 droite
associfs su sous-groupe {42, 21, 43, 11}
{voir table du groupe)} :

: 1 1 i 1
wm=11,2%,83,0%) 180t 2000 00l 00t 2000 0 e b

37
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Décomposition de 4 mm en complexes 3 gauche associgs au
sous-groupe i [#1. 21, ﬂj, 11}
omm o= 11 0al, 21, 43, 1%y el a?, 24, 43, 1T -

52, 11} & (n? loml s R

1 1
(4=, 2 asph? Mps Mg pos O

Hous remarquons, dans ce cas, que les complexes
3 gauche et les complexes d droite associés & 4 sont iden-
tigques. Par conségquent nous pouvons conclure gue le sous-
groupe 4 est invariant dans 4 mm et y est conjugu& de lui-
méme uniquement. Ce résultat eat d'ailleurs général pour
tous les sous-groupes d'indice deux.

DEcomposition en complexes i droite associés au sous-
groupe {Ej, 11]:

dmm = 28, 11 1+ (22, 1Yy wd ¢ (22, 1Ty 4% e 22, 2himg

Masb”
ELME Lo TR S L B | M o SO LM it I LB LIPS L A
Nous pouvons vErifier que la décomposition en

complexes & gauche est identique et que le sous-groupe
{Ei, 11} est Egalement invariant dans 4 mm.

Dénﬂmpaaitiun en complexes 3 droite associs au sous-
groupe {m " 11 } .

& 1 1 1 1 1 1

{4 mm} = {m - - Tl [mn, 1%} 27 + {hﬂ, 1 1 ma+h +
r 1. 1 1 1 1 1 1

md, thel = (nd, 1M 4 (nd, 2 e @f, mi0 ¢ (87, ml )

Nous remarquons, ici, que les complexes associés
3 gauche et ceux associfs i droite, relatifs 3 un méme
Elément de 4 mm ne sont pas tous idenhiquea :

'n+b {ma, 13} - im " 1 } maib

el 1Y el

a' A ) ma-h

i
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Nous en concluons que le sous=groupe [m;, 11}
n'est pas invariant dans 4 mm. Il admet un conjugué dif-
férent de lui-méme, c'est le groupe [mg, 11y,

IV-5. GROUPE QUOTIENT

5i on considére chaque complexe non comme un
ensemble d'"€lfments mais comme un &lément de l'ensemble
des complexes, le th&orZme suivant peut &tre &noncé :

Les complexes associfs 4 un sous-groupe inva-
riant h de H forment un groupe appelé groupe quotient
dont l'ordre est &gal 3 1'indice de h dans H ; ce groupe
est noté& H/h ; 1'€lément neutre de H/h est le groupe h
lui-m&me considéré comme un &lément de l'ensemble des
complexes (2).

On dit que le complexe ¢ h est le produit des
complexes a het bh (ch=ah.bh)sic=ab;
onmontred'ailleurs que tout produit d'un &lément du
complexe a h par un &l&ment du complexe b h appartient
au complexe ¢ h. '

Dans le cas des sous-groupes 4 et 2 de 4 mm
nous pouvons ¢onsidérer les groupes quotients :

 mm/4 = (I, J}) et U4 mm/2 = (I', ', K', L'} ;

i ces groupes quotients correspondent les tables
suivantes :

Q = 4 mm/4 Q, = 4 mm/2
I|a o] o x] o

'SIERF || ] o] k| 1

A IEAE S IFOEAEET

K? K? L"! Ii L

Lt L'] E*} 4% 1°

iy
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Le quotient Ql est iscomorphe d'un groupe d'ordre 2 tel

que 2.
Le quotient QE est isomorphe du groupe 2 mm.

IV-6. CONSTRUCTION DU GROUPE 4mm : PRODUIT DIRECT ET
PRODUIT SEMI-DIRECT

Définition : On dit qu'un groupe H est le pro-
duit direct de deux de ses sous-groupes h et h' si :

-

= L'intersection de h et h' est réduite & 1'Elé-
ment neutre e de H : hnh' = e,

= h et h' sont invariantas dans H.

- H/h est isomorphe de h' et H/h' est isomor-
phe de h.

Ce produit est noté& : H= h@hnh'.

Définition : On dit gu'un groupe H est le produit
gemi-direct de ses sous-groupes h et h' si :

- hnh' = e

= L'un des deux sous-groupes est invariant dans
H, par exemple h.

- Le quotient H/h eat isomorphe de h'.

Ce produit est not&8 H = h x h'.
Aussl bien pour le produit direct que pour le pro-
duit semi-direct, l'ordre de H est &gal au produit des

ordres de h et h', et H peut Etre engendré par les généra-
teurs de h et h'.

Dans 1l'exemple du groupe 4 mm, nous avons :
(8,2%,47,11) 0 (ml, 1) = 1!
{ﬂl,zi,ﬂﬁ,ll} eat invariant dans 4 mm

4 mm/4% = {I,J} 1isomorphe de {il,mi}par
axemple.
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Par conséguent le groupe 4 mm est le produit semi-direct

des sous=-groupes 4 et m, m &tant l'un quelcongue des qua-

tre mircirs de 4 mm.

Il existe done quatre possibilitéa de construc-
tion du type 4 x m, soit : Smm = % xm, = 8 xm =
4 x m = 4 xm .
a+b a=b
Le sous-groupe 4 est engendré par bl ou par y3
et le sous-groupe m uniquement par ml, Nous pouvons dire

que les systdmes de générateurs de § mm sont pour le pro-

duit & xm : {41,m} eu {43,m). Ce qui fait en tout huit
possibilitfs pour les censtructions du type 4 x m :

eyl 1 1
N . Eadr . ohalog . BNalg

- S . s g | 3.3
(4*,m} ,  (¥,mp} . (Wm0, (ETLmp L)

Par contre les groupes 2 mm sont des produits
directs de 2 et m, scit : 2 mm = 2gm, car 2 ¢t m aont
invariants dans 2 mm. Ainsi 2m_ m, = 28 m, = 2@ m, et

= 28 Moy = 28 m

2mn+b Tg-b b a-b"’

Les groupes 2 mm sont &#galement des produits
directs du type m@m :

2 mg My = mﬂﬂ My et 2 M.+p Wb = "n+h. L

IV-T. CENTRE D'UN JROUPE

Définition : On appelle centre d'un groupe H
1'enaemble £ des £lEments de H gui commutent avec tous
les €1lEments de H.

EXEMPLE : Le sous-groupe {El, 1} est le centre T de H = 4mm

En effet, lee &léments de {? ,El}cnmnutant avec tous les
&l&ments de 4 mm. On peut encore Ecrire :

{2,127} = lace4mm| be 4 mm:ab=">bal
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Soit plus généralement :
gz = {geH | ¥ beH : ab=b a}l {2)

V- CONCLUSION

L'utilisation de la théorie des groupes rend plus
facile et plus rigoureuse la connaissance des relations en-
tre les &l8ments d'un groupe de symétrie ponctuelle. Dans
1'exemple que nous avons traité nous avons essentiellement
dégagé la notion de conjupgaison. Celle-ci est en effet treés
importante puisgu'elle permet de rendre objectif le concept
d'éguivalence d'une part entre les &léments d'un méme Erou-
pe, d'autre part entre les sous-groupes d'un méme Eroupe.

L'exemple Etudié est relativement simple et 1'em-
ploi de la théorie des groupes peut paraltre superflu dans
un tel cas. Mais notre choix nous a £t& dicté par un souci
pédagogique. Cependant, il existe des groupes de symétrie
nettement plus compliqués, notamment les groupes ponctuels
et eristallins tridimensionnels, dont 1'étude est trés
facilitfe par 1l'emploi de la théorie des groupes.
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